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HỆ HAI PHƢƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN 

THEO THAM SỐ m 

 

HPT bậc nhất hai ẩn phụ thuộc tham số có dạng: 
a xm m m

m m m

b y c

a x b y c

 

   

 

 Trong đó: am ; bm ; cm ; a’m ; b’m ; c’m là những hệ số phụ thuộc tham số m. 

I.Các dạng bài tập 

Dạng 1: Giải và biện luận hệ phƣơng trình 

Phƣơng pháp giải: Cho hệ phương trình hai ẩn  : (I) 
 

 

a x 1

2

 

   

m m m

m m m

b y c

a x b y c
 

 Bƣớc 1: Đưa hệ phương trình về phương trình bậc nhất dạng 0ax b   (Dùng phương 

pháp thế, phương pháp cộng đại số,…) 

 Bƣớc 2: Xét phương trình  0 1ax b   ( ,a b  là hằng số) 

TH 1: Phương trình  1  có nghiệm duy nhất 0a    phương trình có nghiệm duy 

nhất 
b

x
a

  . 

TH 2: Phương trình  1  vô nghiệm  
0

0

a

b


 


. 

TH 3: Phương trình  1  có vô số nghiệm  
0

0

a

b


 


. 

 Bƣớc 3: Kết luận. 

Bài tập minh họa 

Bài 1: Cho hệ phương trình: 
1

3 1

x my m

mx y m

  


     

 

 

1

2
 

Giải và biện luận hệ phương trình trên theo m . 

Hướng Dẫn: 

Từ phương trình (2) ta có 3 1y m mx   . Thay vào phương trình (1) ta được: 

   2 23 1 1 1 . 3 2 1x m m mx m m x m m             (3) 

Trường hợp 1: 1m  . Khi đó hệ có nghiệm duy nhất 
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  

   

2

2

1 3 13 2 1 3 1

1 1 . 1 1

3 1 1
3 1 .

1 1

m mm m m
x

m m m m

m m
y m m

m m

    
  

   


 
     

 

Trường hợp 2: 1m . Khi đó phương trình (3) thành: 0. 0x  . 

Vậy hệ có vô số nghiệm dạng  ;2 ,x x x  . 

Trường hợp 3: 1m   khi đó phương trình (3) thành: 0. 4x   (3) vô nghiệm, do đó hệ vô 

nghiệm. 

Bài 2:Cho hệ phương trình: 
   

   

1 1 1

1 2 2

a x y a

x a y

   


  

 ( a  là tham số). Giải và biện luận hệ 

phương trình. 

Hướng Dẫn: 

Từ PT  1  ta có:    1 1y a x a      3  thế vào PT  2  ta được: 

         2 2 2 21 1 1 2 1 1 2 1x a a x a x a x a a x a                   4  

TH1: 0a  , phương trình  4  có nghiệm duy nhất 
2

2

1a
x

a


 . Thay vào  3 ta có: 

   
    2 22 3 2 3 2

2 2 2 2

1 1 11 1 1
1 1

a a a aa a a a a a a
y a a

a a a a

         
        

Suy ra hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất  
2

2 2

1 1
; ;

a a
x y

a a

  
  
 

 

TH2: Nếu 0a  , phương trình  4  vô nghiệm. Suy ra hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 

 KL: 0a   hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất  
2

2 2

1 1
; ;

a a
x y

a a

  
  
 

 

   0a   hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 

Bài tập tự luyện 

Bài 1: Giải và biện luận các hệ phương trình sau: 

 a) 
mx y 2m 1

x (m 1)y 2

  


  
  b) 

x 2y m 3

mx 3y 5

  


  
  c) 

ax y 2

x ay 2

 


 
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d) 
mx y m

x y 2

 


 
  e) 

ax y 3

4x ay 6

 


 
  f) 

(a 1)x y a 1

x (a 1)y 2

   


  
 

 g) 
mx 2my m 1

x (m 1)y 2

  


     h) 

2

4 2

x my

mx y m

 


    

 

 

Dạng 2: Điều kiện của tham số m để hệ có nghiệm duy nhất, vô số nghiệm, vô nghiệm. 

Thường trong bài toán tìm m để hệ có nghiệm, vô nghiệm còn liên quan đến các ý b), ý c) 

của bài toán nên ta thường làm theo các bước như bài toán Giải và biện luận hệ:  

Sau đó lập luận để tìm m theo yêu cầu bài toán. 

Từ đó cũng tìm được luôn nghiệm x, y theo m để làm các ý tiếp theo. 

Bài tập minh họa 

Bài 1: Cho hệ phương trình 
2

2 1

x my

mx y

 


 
. Tìm điều kiện của m để p/trình có nghiệm duy nhất. 

Hướng Dẫn: 

Với 0m   thì hệ 

2

1

2

x

y




 




, hệ có nghiệm. 

Với 0m . Hệ có nghiệm duy nhất 2 21
2 2

2

m
m m

m


         (luôn đúng). 

Vậy phương trình luôn có nghiệm duy nhất với mọi m. 

Nhận xét: Khi lập tỉ số 
a b

a b

 

 nếu a  hoặc b  có tham số m thì ta phải xét thêm trường hợp 

0a   hoặc 0b  . 

Bài 2: Cho hệ phương trình :
2 4

3 5

  


 

x ay

ax y
 

a) Giải hệ phương trình với 1a  
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b) Tìm a  để hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

Hướng Dẫn: 

a) Với  1a , ta có hệ phương trình: 

  








53

42

yx

yx 6 3 12 7 7 1 1

3 5 3 5 1 3 5 2

           
      

           

x y x x x

x y x y y y
 

Vậy với 1a , hệ phương trình có nghiệm duy nhất là:    ; 1; 2  x y . 

b) Ta xét 2 trường hợp: 

Nếu 0a , hệ có dạng: 





















3

5

2

53

42

y

x

y

x
. Vậy hệ có nghiệm duy nhất 

Nếu 0a , hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi: 22
6

3
   


a
a

a
 (luôn đúng, vì 02 a  

với mọi a ) 

Do đó, với 0a , hệ luôn có nghiệm duy nhất. 

Tóm lại hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất với mọi a . 

Bài 3:  Cho hệ phương trình 
 

   

x my 1 1

2mx m m 1 y 3 2

 


  

 .Tìm giá trị của m  để hệ phương 

trình: 

a)Có nghiệm duy nhất. 

b)Vô nghiệm. 

Hướng Dẫn: 

a)Với m 0  thì  2  là 0x 0y 3  , vô nghiệm. 

Với m 0 , điều kiện để hệ có nghiệm duy nhất là 
 m m 12m

2m m 1 m 1
1 m


       . 

Vậy giá trị của m  để hệ có nghiệm duy nhất là m 0  và m 1  . 

b)Với m 0  thì hệ phương trình vô nghiệm. 

Với m 0 , điều kiện để hệ vô nghiệm là 
 m m 12m 1 1

2m m 1 m 1
1 m 3 3


         . 

Vậy giá trị của m  để hệ vô nghiệm là m 0  hoặc m 1  . 



https://tukhon.edu.vn                                 Website-Tài liệu word chuẩn. ĐT: 098502.9569 
 

https://tuhoctoan.edu.vm 

 
 

Lƣu ý: Có thể giải bằng cách rút x  từ  1  rồi thay vào  2  và rút gọn được  m m 1 y 2m 3   . 

Với m 0  và m 1   thì hệ có nghiệm duy nhất. 

Với m 0  hoặc m 1   thì hệ vô nghiệm. 

Bài 4:  Cho hệ phương trình: 
( 2) 3 5

( )
3

m x y
I

x my

   


 
 ( m  là tham số) 

 a) Giải hệ phương trình  I  với 1m  . 

 b) Chứng minh hệ phương trình  I  có nghiệm duy nhất với mọi m . Tìm nghiệm duy nhất 

đó theo m . 

Hướng Dẫn: 

 a) Thay 1m   ta có hệ phương trình  

 
3 5

3

x y

x y

  


 

2 2 1

3 3

y y

x y x y

    
  

    

1 1

3 1 2

y y

x x

  
  

   
 

 b) 
2( 2) 3 5 ( 2)(3 ) 3y 5 3 6 2 3 5

3 3 3

m x y m my m m y my y

x my x my x my

                
   

       
 

 
2( 2 3) 3 1          (1)

3                               (2)

m m y m

x my

    
 

 
 

 Ta có: 2 22 3 ( 1) 2 0m m m m        nên PT  1 có nghiệm duy nhất m  

 Hệ phương trình có nghiệm duy nhất m  

 Từ  1  ta có:
2

3 1

2 3

m
y

m m




 
 thay vào  2  ta có 

2

9 5

2 3

m
x

m m




 
 

Bài 5: Cho hệ phương trình: 
1

3 1

x my m

mx y m

  


     

 

 

1

2
.

Không giải hệ phương trình trên, cho biết với giá 

trị nào của m thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất? 

Hướng Dẫn: 

Từ phương trình (2) ta có 3 1y m mx   . Thay vào phương trình (1) ta được: 

   2 23 1 1 1 3 2 1x m m mx m m x m m             (3) 

Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi phương trình (3) có nghiệm duy nhất , tức là  
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2 1 0 1m m     . 

Ta cũng có thể lập luận theo cách khác: Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi :  

21
1 1

1

m
m m

m
      . 

Vậy : 1m 
 

Bài 6: Cho hệ phương trình 
2 2

2 1

mx y m

x y m

 

   

. Tìm điều kiện của m để phương trình có nghiệm duy 

nhất và tìm nghiệm duy nhất đó. 

Hướng Dẫn: 

Hệ 
2 2 (1)

2 1 (2)

mx y m   

x y m  

 

   

. 

Hệ có nghiệm duy nhất 
2

4
2 1

m
m


   


. 

Từ phương trình (2) ta có: 2 1y x m   . Thay vào phương trình (1) ta được: 

      
4 2

2 2 1 2 4 4 2 , 4
4

m
mx x m m m x m x m

m


          


 

24 2 5
2. 1

4 4

m m m
y m

m m

  
     

  
. 

Vậy với 4m  thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất là  
24 2 5

; ;
4 4

m m m
x y

m m

  
  

  
. 

Bài tập tự luyện 

Bài 1: Tìm m để hệ phương trình sau: Vô nghiệm ; Vô số nghiệm: 
(1)

9 6 (2)

x my m

mx y m

 


  
   

Bài 2: Cho hệ phương trình: 








8

94

myx

ymx
. Tìm m để hệ có nghiệm duy nhất, vô nghiệm. 

Bài 3: Cho hệ phương trình ( m là tham số ) :
mx - y = 3

-x + 2my = 1





 

             a) Giải hệ phương trình khi m = 1. 

             b) Tìm giá trị của m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 
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Dạng 3: Điều kiện của tham số m để hệ có nghiệm thỏa mãn điều kiện đã cho. 

Bƣớc 1: Tìm đ/kiện của m để hệ có nghiệm duy nhất rồi suy ra nghiệm x ; y của hệ theo m 

Bƣớc 2: Giải điều kiện bài toán:  

Hệ có nghiệm nguyên:  

         Viết Viết x, y của hệ về dạng: n + 
)(mf

k
 với n, k nguyên 

         Tìm m nguyên để f(m) là ước của k 

 Hệ có nghiệm x, y dƣơng (âm): 

Giải bất phương trình ẩn m => Tập giá trị của m  

Hệ có nghiệm x, y thỏa mãn một hệ thức đã cho:  

  Thay biểu thức nghiệm x , y vào hệ thức rồi giải phương trình ẩn m 

   => Giá trị của m 

 Bƣớc 4: Giải điều kiện trên kết hợp với giá trị m để hệ có nghiệm duy nhất 

=> Kết luận giá trị m (tập giá trị m) thỏa mãn điều kiện. 

Bài tập minh họa 

Bài 1:Tìm ,a b  biết hệ phương trình: 
2

5

x by a

bx ay

 


 
 có nghiệm 1x  ; 3.y   

Hướng Dẫn: 

Thay 1x  ; 3y   vào hệ ta có: 

2.1 .3

.1 .3 5

b a

b a

 


 


3 2

3 5

a b

a b

 


 


3 9 6

3 5

a b

a b

 


 


10 1

3 5

b

a b

 


 


1

10

17

10

b

a





 


. 

Vậy 
1

10
a


 ; 

17

10
y   thì hệ phương trình có nghiệm 1x  ; 3.y   
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Bài 2:Cho hệ phương trình: 
2 5 1

4 5

x ay b

bx y

  


 
. Tìm ,a b  biết hệ có nghiệm 

1

2

x

y





 

Hướng Dẫn: 

 Hệ phương trình: 
2 5 1

4 5

x ay b

bx y

  


 
có nghiệm 

1

2

x

y





 

 
2 2 5 1 2 5 3 2 62 31

8 5 13 13 13

a b a b a a

b b b b

            
      

       
 

 Vậy a =  -31, b = 13 thì hệ phương trình có nghiệm 
1

2

x

y





 

Bài 3:Cho hệ phương trình: 
   

   

1 1 1

1 2 2

a x y a

x a y

   


  

 ( a  là tham số) 

a)Tìm các số nguyên a  để hệ phương trình có nghiệm nguyên 

b)Tìm a  để nghiệm của hệ phương trình thỏa mãn x y  đạt GTNN. 

Hướng Dẫn: 

Từ PT  1  ta có:    1 1y a x a      3  thế vào PT  2  ta được:  

         2 2 2 21 1 1 2 1 1 2 1x a a x a x a x a a x a                   4  

Với 0a  , phương trình  4  có nghiệm duy nhất 
2

2

1a
x

a


 . Thay vào  3 ta có: 

   
    2 22 3 2 3 2

2 2 2 2

1 1 11 1 1
1 1

a a a aa a a a a a a
y a a

a a a a

         
        

Suy ra hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất  
2

2 2

1 1
; ;

a a
x y

a a

  
  
 

 

a)Với 0a  thì  hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất  
2

2 2

1 1
; ;

a a
x y

a a

  
  
 

 

Hệ phương trình có nghiệm nguyên:  

2

2

2

1

1

a
x a a
y a

a

 
 

  
   



 



https://tukhon.edu.vn                                 Website-Tài liệu word chuẩn. ĐT: 098502.9569 
 

https://tuhoctoan.edu.vm 

 
 

Điều kiện cần: 
2

2

2 2 2

1 1 1
1 1 1

a
x a a

a a a


            

Điều kiện đủ: 

1 0a y      (nhận) 

1 2a y     (nhận) 

Vậy 1a    hệ phương trình đã cho có nghiệm nguyên. 

b)Với 0a  thì  hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất  
2

2 2

1 1
; ;

a a
x y

a a

  
  
 

 

Ta có 
2 2

2 2 2 2

1 1 2 1 2
1

a a a a
x y

a a a a a

   
       .  

Đặt 
1

t
a

  ta được: 

2 2

2 2 1 1 1 7 1 7 7
2 1 2 2 2

2 2 4 16 4 8 8
x y t t t t t t

      
                   

       

 

Dấu " "  xảy ra khi và chỉ khi 
1

4
t   , khi đó 4a    

Vậy 4a    thì hệ phương trình có nghiệm thỏa mãn x y  đạt GTNN bằng 
7

8
 

Bài 4: Cho hệ phương trình 
2 3

2 3

x y m

x y m

  


 
 I   ( m  là tham số) . 

 a) Giải hệ phương trình  I  khi 1m  . 

 b) Tìm m  để hệ  I  có nghiệm duy nhất  ;x y  thỏa mãn 3x y   . 

Hướng Dẫn: 

 a) Với 1m  , hệ phương trình  I  có dạng: 

 
2 4 2 4 8 2

2 3 1 2 3 1 1

x y x y x

x y x y y

      
   

      
 

 Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất    , 2;1x y  . 
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 b) 

5 9

2 3 2 4 2 6 2 3 7

2 3 2 3 7 6 6

7

m
x

x y m x y m x y m

x y m x y m y m m
y


           

     
          



 

 Hệ phương trình có nghiệm duy nhất  
5 9 6

; ;
7 7

m m
x y

  
  
 

. 

 Lại có 3x y    hay 
5 9 6

3 5 9 6 21 6 36 6
7 7

m m
m m m m

 
                

 Vậy với 6m    thì hệ phương trình  I   có nghiệm duy nhất  ,x y  thỏa mãn 3x y   . 

Bài 5:Cho hệ phương trình: 
2 5 1

2 2

x y m

x y

  


 
.Tìm m để hệ phương trình có nghiệm thỏa mãn: 

2 22 2x y    

Hướng Dẫn: 

  
2 5 1 5 1 2 5 1 2 2

2 2 2(5 1 2 ) 2 5 10 1

x y m y m x y m x x m

x y x m x x m y m

            
     

           
 

 Thay vào ta có  

 2 2 2 2 2
0

2 2 (2 ) 2( 1) 2 2 4 0
2

m
x y m m m m

m


              

 

 Vậy  –2;0m . 

Bài 6:Cho hệ phương trình 
3 2 9

5

x y m

x y

  


 
 có nghiệm  ;x y . Tìm m  để biểu thức 1A xy x    

đạt giái trị lớn nhất. 

Hướng Dẫn: 

  
23 2 9 2

1 8 1
5 3

x y m x m
A xy x m

x y y m

     
        

    
 8maxA   khi 1m  . 

Bài 7:Cho hệ phương trình: 
1

2

x my m

mx y m

  


 
 ( m  là tham số) 

a)Giải hệ phương trình khi  2m  . 

b)Tìm m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất  ;x y  thỏa mãn 
2

1

x

y





 

Hướng Dẫn: 
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a)Thay 1m   ta có hệ phương trình 

5

2 3 2 3 3 5 3

2 4 4 2 8 2 4 2

3

x
x y x y x

x y x y x y
y


       

     
         



 

b)Xét hệ 
 

 

1 1

2 2

x my m

mx y m

  


 

 

Từ (2) 2y m mx    thay vào (1) ta được   2 22 1 2 1x m m mx m m m x x m          

   2 2 2 21 2 1 1 2 1m x m m m x m m            (3) 

Hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất  

 3 có nghiệm duy nhất 2 1 0 1m m       *  

Khi đó hệ đã cho có nghiệm duy nhất 

2 1

1

1

m
x

m

m
y

m


 


 
 

 

Ta có 

2 1 1
2 0

2 1 1
1 0 1

1 1
1 0

1 1

m

x m m
m m

y m

m m

  
     

         
    

   

 

Kết hợp với  *  ta được giá trị m  cần tìm là 1m  . 

Bài 8:Cho hệ phương trình: 
( 1) 2

1

m x y

mx y m

  


  
 ( m  là tham số) 

a) Giải hệ phương trình khi 2m ; 

b) Chứng minh rằng với mọi giá trị của m  thì hệ phương trình luôn có nghiệm duy nhất 

 ;x y  thỏa mãn: 2 3x y  . 

Hướng Dẫn: 

a) Giải hệ phương trình khi 2m .  

Ta có: 
2 2 1

2 3 1 1

x y x y x

x y x y

      
   

     
. 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất  1;1 . 

b) Ta có  2 – 1y m x   thế vào phương trình còn lại ta được phương trình: 

 2 – 1 1 –1mx m x m x m       suy ra  
2

2 – 1y m   với mọi m  

Vậy hệ phương trình luôn có nghiệm duy nhất     2
; 1;2 – 1x y m m     
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     
2 222  2 1 2 – 1 4 1 3– 2 3x y m m m m m             với mọi m . 

Bài 9:Cho hệ phương trình: 
2 5

4

x y

mx y

 


     

 

 

1

2
 

a)Giải hệ phương trình với 2m . 

b)Tìm m  để hệ phương trình có nghiệm duy nhất  ,x y  trong đó ,x y  trái dấu. 

c)Tìm m  để hệ phương trình có nghiệm duy nhất  ;x y  thỏa mãn x y . 

Hướng Dẫn: 

a) Với 2m  ta có hệ phương trình: 
 

2 52 5 2 5 1

2 2 5 42 4 3 6 2

x yx y x y x

y yx y y y

       
     

         
 

b) Từ phương trình (1) ta có 2 5x y  . Thay 2 5x y   vào phương trình (2) ta được: 

   2 5 4 2 1 . 4 5m y y m y m          (3) 

Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi (3) có nghiệm duy nhất. Điều này tương đương với:  

1
2 1 0

2
m m    .  

Từ đó ta được: 
4 5

2 1

m
y

m





 ;           

3
5 2

2 1
x y

m
  


.  

Ta có: 
 

 
2

3 4 5
.

2 1

m
x y

m





.  

Do đó 
4

, 0 4 5 0
5

x y m m       (thỏa mãn điều kiện) 

c)Ta có: 
3 4 5

2 1 2 1

m
x y

m m


  

 
    (4) 

Từ (4) suy ra 
1

2 1 0
2

m m    . Với điều kiện 
1

2
m   ta có: 

 
 

1

4 5 3 5
4 4 5 3

4 5 3 7

5

m l
m

m
m

m


 

     
    



. Vậy 
7

5
m  . 
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Bài 10:Cho hệ phương trình: 
1

3 1

x my m

mx y m

  


     

 

 

1

2
 

a)Tìm số nguyên m  sao cho hệ phương trình có nghiệm duy nhất  ,x y  mà ,x y  đều là số 

nguyên. 

b)Chứng minh rằng khi hệ có nghiệm duy nhất  ,x y  thì điểm  ,M x y  luôn chạy trên một 

đường thẳng cố định. 

c)Tìm m  để hệ trên có nghiệm duy nhất sao cho .x y  đạt giá trị nhỏ nhất. 

Hướng Dẫn: 

a)Từ phương trình (2) ta có 3 1y m mx   . Thay vào phương trình (1) ta được: 

   2 23 1 1 1 3 2 1x m m mx m m x m m             (3) 

Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi phương trình (3) có nghiệm duy nhất , tức là : 

2 1 0 1m m     . 

Ta cũng có thể lập luận theo cách khác: Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi :  

21
1 1

1

m
m m

m
      . 

Hệ đã cho có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 1m  .  

Ta có: 

3 1 2
3

1 1

1 2
1

1 1

m
x

m m

m
y

m m


    


   

  

.  

Vậy ,x y  nguyên khi và chỉ khi 
2

1m 
 nguyên.  

Do đó 1m  chỉ có thể là 2; 1;1;2  . Vậy 3; 2;0m     (thỏa mãn)  hoặc 1m  (loại) 

Vậy m  nhận các giá trị là 3; 2;0  . 

b) Khi hệ có nghiệm duy nhất  ,x y  ta có: 
2 2

3 1 2
1 1

x y
m m

 
      

  
 

Vậy điểm  ;M x y  luôn chạy trên đường thẳng cố định có phương trình 2y x  . 

c) Khi hệ có nghiệm duy nhất  ;x y  theo (d) ta có: 2y x  . Do đó:   
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   
22. 2 2 1 1 1 1 1xy x x x x x            

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi: 
2 2

1 3 1 2 1 1 0
1 1

x m m
m m

          
 

. 

Vậy với 0m   thì .x y  đạt giá trị nhỏ nhất. 

Chú ý: Ta cũng có thể tìm quan hệ 2x y   theo cách khác:  

Khi hệ phương trình  
1

3 1

x my m

mx y m

  


     

 

 

1

2
 

có nghiệm duy nhất   m 1  lấy phương trình (2) 

trừ đi phương trình (1) của hệ ta thu được:      1 1 2 1 2m x m y m x y         

Bài 11:. Cho hệ phương trình: 
3

2 1

x my

mx y m

 


  
  

(1)

(2)
.Hệ có nghiệm duy nhất  ,x y , hãy tìm giá trị 

nhỏ nhất của các biểu thức sau đây: 

a) 2 23P x y   (1). 

b) 4 4Q x y   (2). 

Hướng Dẫn: 

Từ phương trình (2) ta suy ra: 2 1y m mx   . Thay vào phương trình (1) ta được: 

   2 22 1 3 1 . 2 3x m m mx m x m m            (3). 

Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi phương trình (3) có nghiệm duy nhất, điều đó xảy ra 

khi và chỉ khi:  2 1 0 1m m     . 

Khi đó 

  

   

2

2

1 2 32 3 2 3 1
2

1 1 . 1 1 1

2 3 1
2 1 .

1 1

m mm m m
x

m m m m m

m
y m m

m m

    
    

    



     

. 

a) Ta có:    
2 22 23 2 4 12 12 2 3 3 3P x x x x x           

 3P   khi 
3 2 3 3

4 6 3 3 3
2 1 2

m
x m m m

m


         


. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của P  bằng 3. 

b) Ta có:  
44 4 4 2Q x y x x      

đặt 1t x  . 
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Khi đó  

   
4 4 4 3 2 4 3 2 4 21 1 4 6 4 1 4 6 4 1 2 12 2 2Q t t t t t t t t t t t t                 

 

2 3
2 0 1 1 2 3 1 2

1

m
Q t x m m m

m


             


. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của Q  bằng 2. 

Bài 12: Cho hệ phương trình 
 

   

2                              1

1 2 2          2

x y m

mx m y m

 

   





 .Tìm giá trị của để hệ phương trình 

có nghiệm  ,x y  duy nhất thỏa mãn tích xy nhỏ nhất. 

Hướng Dẫn: 

Rút từ  1  ta được 2y m x   . Thay vào  2  ta được 

   

   

 

 

    

2

2

1 2 2

3 1 2 2 2 2

3 2 2 2 3 3

3 2 5 2 3

3 2 3 2

2

1

mx m m

mx m m m x m

m x m m m

m x m m

m x m m

m x   

      

     

    

    



 

Nếu 
2

3
m    thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất

1

2

x m

y m

 


 
  

Khi đó   
2

2 1 9 9
1 2 2

2 4 4
xy m m m m m

 
           

 
. 

 
9

min
4

xy    tại 
1

2
m   (thỏa mãn 

2

3
m   ). 

Bài  13: Định m nguyên để hệ có nghiệm duy nhất là nghiệm nguyên: 








122

12

mmyx

mymx
 

Hướng dẫn 

Hệ  








122

12

mmyx

mymx










mmymmx

mymx

22 22

2242
 

2 2(m 4)y 2m 3m 2

2x my 2m 1

    


    

      

2(m 4)y (m 2)(2m 1) (1)

2x my 2m 1 (2)

    
 

  
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Hệ có nghiệm duy nhất  Phương trình (1) có nghiệm y duy nhất  

 m
2
 – 4 ≠ 0 2m 4 m 2      

Vậy với m 2   thì hệ có nghiệm duy nhất (x,y) là: 































2

3
1

2

1

2

3
2

2

12

4

)12)(2(
2

mm

m
x

mm

m

m

mm
y

 

Để x, y là những số nguyên thì m + 2  Ư(3) =  3;3;1;1   

Vậy: m + 2 =  1,  3 => m = -1; -3; 1; -5 

Bài 14: Cho hệ phương trình 
3 2 3

2 3 1

x y m

x y m

  


  
 (m là tham số). 

a) Giải hệ phương trình với 2m . 

b) Tìm m để hệ phương trình có nghiệm  ;x y  thỏa mãn 2 2 5x y  . 

Hướng Dẫn: 

a) Với 2m , ta có hệ: 

 
3 7 6 2 14 7 21 3

2 7 2 7 3 7 2

x y x y x x

x y x y x y y

        
     

         
 

Vậy với 2m  hệ phương trình có nghiệm là  3;2 . 

b) Vì 
3 1

1 2


  nên hệ phương trình luôn có nghiệm duy nhất  ;x y . 

 
 

13 2 3 6 2 4 6 7 7 7

3 1 2 32 3 1 2 3 1 3 2 3

x mx y m x y m x m

y m m mx y m x y m x y m

           
     

                
 

Hệ phương trình có nghiệm    ; 1;x y m m  . 

Theo đề bài, ta có: 2 2 5x y   

    
2 2 2

1
1 5 2 2 4 0 2 1 2 0

2

m
m m m m m m

m


             

 
. 

Vậy 1m  hoặc 2m    thì phương trình có nghiệm thỏa mãn đề bài. 
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Bài 15: Cho hệ phương trình 
2

3

2

x ay a

ax y a

 

   

(I) (a là tham số). 

a) Giải hệ phương trình với 1a  . 

b) Tìm a để hệ phương trình có nghiệm duy nhất  ;x y  thỏa mãn 
2

2

3

y

x 
 là số nguyên. 

Hướng Dẫn: 

a) Với 1a  , ta có hệ: 
3 2 4 2

1 3 1

x y y y

x y x y x

     
   

       
 

Vậy với 1a   hệ phương trình có nghiệm là  1;2 . 

b) Với 0a   thì hệ 
0

2

x

y


 


, hệ có nghiệm. 

Với 0a  . Hệ có nghiệm duy nhất 2 21
1 1

1

a
a a

a
       


 (luôn đúng). 

Hệ phương trình luôn có nghiệm với mọi a. 

   2 222

333 2

1 2 23 22

x a ayx a ayx ay a y

a y a x aa a ay y aax y a

       
     

              

. 

(Vì 2 1 0a    nên rút gọn được ta có 2y  ). 

Hệ phương trình luôn có nghiệm duy nhất    ; ;2x y a . 

Xét: 
2 2

2 4

3 3

y
A

x a
 

 
 

Ta có: 2

2

4 4 4
3 3, , 0

3 3 3
a  a  a A

a
        


. 

Mà theo đề bài để A  thì 2 2
1

1 3 4 1
1

a
A a a

a


       

 
. 

Vậy 1a   hoặc 1a    thỏa mãn đề bài. 

Lƣu ý: Đối với bài toán tìm a để biểu thức A nhận giá trị nguyên thì ta đi tìm khoảng giá trị 

của biểu thức A, tìm các giá trị nguyên của A trong khoảng này rồi thay vào tìm a. Phân biệt với 

bài toán tìm a là số nguyên để A nhận giá trị nguyên thì khi đó mới có 2 3a  Ư (4). 
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Bài 16: Cho hệ phương trình 
3

2

mx y m

x my m

  


 
 (m là tham số). Tìm m để hệ phương trình có nghiệm 

duy nhất. Khi đó, hệ thức liên hệ giữa x và y không phụ thuộc vào m. 

Hướng Dẫn: 

Với 0m  , ta có hệ: 
3

0

y

x

 



. Hệ có nghiệm duy nhất. 

Với 0m , hệ phương trình có nghiệm duy nhất 21
1 1

1

m
m m

m


      


. 

Vậy với 1m   thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

   2 2 2

333 1

3 2 12
3

1

m
xy mx my mx mmx y m m

x m mx m m m x m mx my m m
y m

m


            

     
             

 

 

1
1

1 1

2 3 1
2

1 1

m
x x

m m

m
y y

m m

 
       

  
     

   

. 

Cộng hai vế của hai phương trình ta khử được tham số m. Hệ thức cần tìm là 3x y   . 

Bài 17: Cho hệ phương trình: 
2 5 1

2 2

x y m

x y

  


 
. Tìm m để hệ phương trình có nghiệm thỏa mãn:  

2 22 2x y    

Hướng Dẫn: 

2 5 1 5 1 2 5 1 2 2

2 2 2(5 1 2 ) 2 5 10 1

x y m y m x y m x x m

x y x m x x m y m

            
     

           
 

Thay vào ta có  
2 2 2 2

2

2 2 (2 ) 2( 1) 2

2 4 0

0

2

x y m m

m m

m

m

       

  


 

 

 

Vậy m ∈ {–2;0} 

Bài 18: Cho hệ phương trình: 
( 1) 2

1

m x y

mx y m

  


  
 (m là tham số) 

1)Giải hệ phương trình khi m = 2 
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2)Chứng minh rằng với mọi giá trị của m thì hệ p/trình luôn có nghiệm duy nhất (x; y) thỏa 

mãn: 2x + y  3 

Hướng Dẫn: 

1)Giải hệ phương trình khi m = 2. Ta có 
2 1

2 3 1

x y x

x y y

   
 

   
 

2)y = 2 – (m-1)x thế vào phương trình còn lại ta có: 

mx + 2 – (m-1)x = m + 1  x = m – 1 suy ra y = 2 – (m-1)
2
 với mọi m 

Vậy hệ phương trình luôn có nghiệm duy nhất (x; y) = (m-1; 2-(m-1)
2
) 

2x + y = 2(m-1) + 2 – (m-1)
2
 = -m

2
 + 4m -1 = 3 – (m-2)

2
  3 với mọi m 

Vậy với mọi giá trị của m thì hệ phương trình luôn có nghiệm thỏa mãn: 2x + y  3 

Câu 19: Cho hệ phương trình 
2

2

3

x

mx y m




  
 (m là tham số). Tìm m để x y  nhỏ nhất. 

Hướng Dẫn: 

2 2 2

2 2 2

3 2 3 2 3

x x x

mx y m m y m y m m

    
   

          
 

Hệ phương trình có nghiệm với mọi m. 

Ta có:  
22 2 5 1 4A x y m m m         

4,A m   . 

Giá trị nhỏ nhất của x y  là 4 đạt được khi 1m . 

Câu 20: Cho hệ phương trình 
3 2 1

2 3 2

x y m

x y m

  


  
 (m là tham số). Tìm m để hệ phương trình có 

nghiệm duy nhất thỏa mãn 2 2 13x y  . 

Hướng Dẫn: 

 
3 2 1 6 2 4 2

2 3 2 2 3 2 1

x y m x y m x m

x y m x y m y m

        
   

         
 

Theo đề bài 2 2 2 2
2

13 2 2 1 13 6 0
3

m
x y m m m m

m


           

 
. 

Câu 21: Cho hệ phương trình 
2 3

2 2

mx y m

x my m

  


 
 (m là tham số). 

Tìm m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất. Tìm m nguyên để 2A y x  có giá trị nguyên. 
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Hướng Dẫn: 

Với 0m   thì ta có hệ: 

0
2 3

3
2 0

2

x
y

x y


  

 
   



. Hệ có nghiệm duy nhất. 

Với 0m , hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 22
4 2

2

m
m m

m


     


. 

Khi đó:  

 
2

2 2 2

2 2 2

2

2 2 6
2 4 6 2 4 6 2 22 3 4

2 2 2 2 2 2

4

m m
y

mx y m m y m mmx y m m

x my m mx m y m m mx my m
x

m

   
            

     
          

 

 
2

6
2

4
A y x

m
   


 

Với m nguyên, đề A nhận giá trị nguyên thì 2 4m  Ư (6). 

Ta có các trường hợp sau: 

Th1:
2 2

2 2

4 6 10

4 6 2

m m

m m

   
 

     

 (loại). 

Th2:
2 2

2 2

4 3 7
1

4 3 1

m m
m

m m

   
    

    

. 

Th3:
2 2

2 2

4 2 6

4 2 2

m m

m m

   
 

    

 (loại). 

Th4:
2 2

2 2

4 1 5

4 1 3

m m

m m

   
 

    

 (loại). 

Vậy 1m   là giá trị cần tìm. 

Bài tập tự luyện 

Bài  1: Cho hệ phương trình: 
2 5

4

x y

mx y

 


     

 

 

1

2
 

a) Giải hệ phương trình với 2m . 

b) Tìm m  để hệ phương trình có nghiệm duy nhất  ,x y  trong đó ,x y  trái dấu. 

c) Tìm m  để hệ phương trình có nghiệm duy nhất  ;x y  thỏa mãn x y . 
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Bài  2: Định m để hệ phương trình 








8

94

myx

ymx
 có nghiệm duy nhất (x;y) thỏa mãn hệ thức cho 

trước: 2x + y + 
4

38
2 m

 = 3 

Hướng dẫn 

- Điều kiện để hệ phương trình có nghiệm duy nhất: m  2 

- Hệ 








8

94

myx

ymx










mymmx

ymx

8

94

2










8

98)4( 2

myx

mym





















4

329

4

98

2

2

m

m
x

m

m
y

 

- Thay x = 
4

329
2 



m

m
 ; y = 

4

98
2 



m

m
 vào hệ thức đã cho ta được: 

2.
4

329
2 



m

m
 + 

4

98
2 



m

m
+ 

4

38
2 m

= 3  

 18m – 64 +8m – 9 + 38 = 3m
2
 – 12  

    3m
2
 – 26m + 23 = 0  m1 = 1 ; m2 =

3

23
 (thỏa mãn điều kiện) 

Vậy m = 1 ; m = 
3

23
 

Bài  3: Cho hệ phương trình:  
2 5 1

2 2

x y m

x y

  


 
               ( m là tham số) 

 a) Giải hệ phương trình với m = 1 

 b)Tìm m để hệ có nghiệm (x;y) thỏa mãn : x
2
 - 2y

2
 = 1. 

Bài  4: Cho hệ phương trình 
3 2

2 5

  


 

x y m

x y
 

     Tìm giá trị của m  để hệ có nghiệm  ;x y  sao cho 
2 5

4
1

x y

y

 



. 
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Bài  5: Cho hệ phương trình : 








6   y -   x   

182y mx
   ( m là tham số ). 

 a) Tìm m để hệ phương trình có nghiệm (x ;y) trong đó x = 2. 

 b) Tìm m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x ;y) thoả mãn 2x + y  = 9. 

Bài  6: Cho hệ phương trình: 








43

9

ymx

myx
 

a) Chứng tỏ rằng hệ phương trình luôn luôn có nghiệm duy nhất với mọi m 

b) Với giá trị nào của m để hệ có nghiệm (x ; y) thỏa mãn hệ thức: x - 3y = 
3

28
2 m

 - 3 

Bài  7: Cho hệ phương trình:








5myx3

2ymx
. Tìm giá trị của m để hệ phương trình đã cho có 

nghiệm (x; y) thỏa mãn hệ thức 
3m

m
1yx

2

2


 . 

Bài  8: Cho hệ phương trình 








162

93

ymx

myx
 

a) Chứng tỏ rằng hệ phương trình luôn luôn có nghiệm duy nhất với mọi m 

b) Tìm giá trị nguyên của m để hai đường thẳng của hệ cắt nhau tại một điểm nằm trong góc 

phần tư thứ IV trên mặt phẳng tọa độ Oxy 

c) Với trị nguyên nào của m để hệ có nghiệm (x ; y) thỏa mãn x + y = 7 

Bài  9: Cho hệ phương trình
( 1) 2

( 1) 1

x m y

m x y m

  


   
 

 a) Giải hệ với  
1

2
m   

 b) Tìm m để hệ có nghiệm duy nhất (x ; y) thỏa mãn điều kiện x > y 

Bài  10: Cho hệ p/trình 








myx

yx

2

423
 .Tìm m nguyên sao cho hệ có nghiệm (x; y) với x < 1, y < 1 
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Bài  11: Cho hệ phương trình: 
( 1) 3 1

2 5

m x my m

x y m

   


  
 

 a) Giải hệ phương trình với m = 2 

 b) Tìm m  để hệ phương trình có nghiệm duy nhất ( ; )x y  sao cho 
2 2

4x y   

Bài  12: Định m nguyên để hệ có nghiệm duy nhất là nghiệm nguyên: 








mmyxm

myxm

2

12)1(

22
 

Bài  13:  Cho hệ phương trình
 

2 2

2 1 2 2

3

m x y m

m x y m m

    


  

 Trong đó m ∈ Z ; m ≠ - 1. Xác định m để hệ 

phương trình có nghiệm nguyên. 

Bài  14: Cho hệ phương trình 
2

1

mx y m

x my m

 


  
 

 a) Tìm m để hệ có nghiệm duy nhất 

 b) Tìm m để hệ có nghiệm nguyên. 

 c) Chứng tỏ rằng điểm M(x ; y) (với (x ; y) là nghiệm của hệ đã cho) luôn nằm trên một 

đường thẳng cố định. 

Bài  15: Cho hệ phương trình 
2 1

( 1) 2

  


  

mx my m

x m y
 

 a) Chứng tỏ rằng nếu hệ có nghiệm (x y) thì điểm điểm M(x ; y) luôn nằm trên một đường 

thẳng cố định. 

 b) Xác định m để điểm M thuộc góc phần tư thứ nhất. 

 Gợi ý: Điểm M thuộc góc phần tư thứ nhất  x > 0 và y > 0 

 c) Xác định m để điểm M thuộc đường tròn có tâm là gốc tọa độ và bán kính bằng 5 . 

 Gợi ý: Điểm thuộc đường tròn có tâm là gốc tọa độ và bán kính bằng 5 . 

   x
2
 + y

2
 = ( 5 )

2
 . Giải phương trình tìm được m. 
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Bài  16: Cho hệ phương trình 
2 1

2 1

 


 

x my

mx y
 

 a) Chứng tỏ rằng nếu hệ có nghiệm (x y) thì điểm điểm M(x ; y) luôn nằm trên một đường 

thẳng cố định. 

 b) Tìm số nguyên m để hệ có nghiệm duy nhất (x, y) với x, y là các số nguyên.  

 c) Xác định m để điểm M thuộc đường tròn có tâm là gốc tọa độ và bán kính bằng 
2

2
. 

Bài  17: Cho hệ phương trình 








4

104

myx

mymx
 (m là tham số) 

a) Xác định các giá trị nguyên của m để hệ có nghiệm duy nhất (x;y) sao cho x > 0, y > 0 

b) Với giá trị nào của m thì hệ có nghiệm (x;y) với x, y là các số nguyên dương 

Bài  18: Cho hệ phương trình : 








52

13)1(

myx

mmyxm
 

a) Giải và biện luận hệ phương trình theo m 

b) Với giá trị nguyên nào của m để hai đường thẳng của hệ cắt nhau tại một điểm nằm trong 

góc phần tư thứ IV của hệ tọa độ Oxy 

c) Định m để hệ có nghiệm duy nhất (x ; y) sao cho P = x
2
 + y

2
 đạt giá trị nhỏ nhất. 

Bài  19: Cho hệ phương trình: 
2 1

       (1)
2 2

y x m

x y m

  


  
 

 a) Giải hệ phương trình (1) khi m =1. 

 b) Tìm giá trị của m để hệ phương trình (1) có nghiệm (x ; y) sao cho biểu thức P = x
2
 + y

2
 

đạt giá trị nhỏ nhất. 

Bài  20: Cho hệ phương trình: 
2 1

       (1)
2 2

y x m

x y m

  


  
 

 a) Giải hệ phương trình (1) khi m =1. 
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 b) Tìm giá trị của m để hệ phương trình (1) có nghiệm (x ; y) sao cho biểu thức P = x
2
 + y

2
 

đạt giá trị nhỏ nhất. 

Bài  21: Cho hệ phương trình: 2 2 2

2 1
 

2 3

  


   

x y a

x y a a
.Tìm giá trị của a để hệ phương trình thỏa 

mãn tích x.y đạt giá trị nhỏ nhất. 

 

 


